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Аннотация
Многие вопросы теории чисел связаны с исследованием рядов Дирихле
𝑓(𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1
𝑎𝑛𝑛
−𝑠
и сумматорных функций
Φ(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
𝑎𝑛
их коэффициентов. Наиболее известным примером ряда Дирихле является дзета-функция
Римана 𝜁(𝑠), определенная для любого комплексного числа 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡 с действительной
частью Re𝑠 = 𝜎 > 1 как
𝜁(𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1
1
𝑛𝑠
.
Квадрат дзета-функции
𝜁2(𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1
𝜏(𝑛)
𝑛𝑠
, Re𝑠 > 1,
связан с функцией делителей 𝜏(𝑛) =
∑︀
𝑑|𝑛 1, дающей число натуральных делителей
натурального числа 𝑛. Сумматорной функцией ряда Дирихле 𝜁2(𝑠) является функция
𝐷(𝑥) =
∑︀
𝑛≤𝑥 𝜏(𝑛), вопросы асимптотической оценки которой известны как проблема де-
лителей Дирихле. В общем случае,
𝜁𝑘(𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1
𝜏𝑘(𝑛)
𝑛𝑠
, Re𝑠 > 1,
где функция 𝜏𝑘(𝑛) =
∑︀
𝑛=𝑛1·...·𝑛𝑘 1 дает число представлений натурального числа 𝑛 в виде
произведения 𝑘 натуральных сомножителей. Cумматорной функцией ряда Дирихле 𝜁𝑘(𝑠)
является функция 𝐷𝑘(𝑥) =
∑︀
𝑛≤𝑥 𝜏𝑘(𝑛). Ее изучение — это многомерная проблема дели-
телей Дирихле.
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Логарифмическая производная 𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠) дзета-функции представима в виде
𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
= −
∞∑︁
𝑛=1
Λ(𝑛)
𝑛𝑠
, Re𝑠 > 1.
Здесь Λ(𝑛) — функция Мангольдта, которая определяется как Λ(𝑛) = log 𝑝, если 𝑛 = 𝑝𝑘
для простого 𝑝 и натурального 𝑘, и как Λ(𝑛) = 0, иначе. Таким образом, функция Чебышева
𝜓(𝑥) =
∑︀
𝑛≤𝑥 Λ(𝑛) является сумматорной функцией коэффициентов ряда Дирихле
∞∑︁
𝑛=1
Λ(𝑛)
𝑛𝑠
,
соответствующего логарифмической производной
𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
дзета-функции Римана. Она хоро-
шо известна в аналитической теории чисел и связана со многими классическими задачами,
прежде всего, с асимптотическим законом распределения простых чисел.
В частности, хорошо известно представление функции 𝜓(𝑥) по нулям дзета-функции:
𝜓(𝑥) = 𝑥−
∑︁
|Im𝜌|≤𝑇
𝑥𝜌
𝜌
+𝑂
(︂
𝑥 ln2 𝑥
𝑇
)︂
,
где 𝑥 = 𝑛 + 0, 5, 𝑛 ∈ N, 2 ≤ 𝑇 ≤ 𝑥, и 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 — нетривиальные нули дзета-функции
Римана, то есть нули 𝜁(𝑠), лежащие в критической полосе 0 < Re𝑠 < 1.
Аналогичные представления, связанные с нетривиальными нулями дзета-функции Ри-
мана, можно получить и для арифметических функций, родственных функции Чебышева,
например, для функции 𝜓1(𝑥) =
∑︀
𝑛≤𝑥(𝑥− 𝑛)Λ(𝑛). Именно, в настоящей статье получено
представление функции 𝜓1(𝑥) по нулям дзета-функции Римана следующего вида:
𝜓1(𝑥) =
𝑥2
2
−
(︃
𝜁
′
(0)
𝜁(0)
)︃
𝑥−
∑︁
|Im𝜌|≤𝑇
𝑥𝜌+1
𝜌(𝜌+ 1)
+𝑂
(︂
𝑥2
𝑇 2
ln2 𝑥
)︂
+𝑂
(︀√
𝑥 ln2 𝑥
)︀
,
где 𝑥 > 2, 𝑇 ≥ 2, и 𝜌 = 𝛽+ 𝑖𝛾 — нетривиальные нули дзета-функции Римана, то есть нули
𝜁(𝑠), лежащие в критической полосе 0 < Re𝑠 < 1.
Ключевые слова: арифметические функции, ряд Дирихле, суматорная функция коэф-
фициентов ряда Дирихле, дзета-функция Римана, функция Чебышева, нетривиальные
нули дзета-функции Римана, теорема Коши о вычетах.
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Abstract
Many problems of Number Theory are connected with investigation of Dirichlet series
𝑓(𝑠) =
∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛𝑛
−𝑠 and the adding functions Φ(𝑥) =
∑︀
𝑛≤𝑥 𝑎𝑛 of their coefficients. The most
famous Dirichlet series is the Riemann zeta function 𝜁(𝑠), defined for any 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡 with
Re𝑠 = 𝜎 > 1 as 𝜁(𝑠) =
∑︀∞
𝑛=1
1
𝑛𝑠 .
The square of zeta function 𝜁2(𝑠) =
∑︀∞
𝑛=1
𝜏(𝑛)
𝑛𝑠 , Re𝑠 > 1, is connected with the divisor
function 𝜏(𝑛) =
∑︀
𝑑|𝑛 1, giving the number of a positive integer divisors of positive integer
number 𝑛. The adding function of the Dirichlet series 𝜁2(𝑠) is the function 𝐷(𝑥) =
∑︀
𝑛≤𝑥 𝜏(𝑛);
the questions of the asymptotic behavior of this function are known as Dirichlet divisor problem.
Generally, 𝜁𝑘(𝑠) =
∑︀∞
𝑛=1
𝜏𝑘(𝑛)
𝑛𝑠 , Re𝑠 > 1, where function 𝜏𝑘(𝑛) =
∑︀
𝑛=𝑛1·...·𝑛𝑘 1 gives the
number of representations of a positive integer number 𝑛 as a product of 𝑘 positive integer
factors. The adding function of the Dirichlet series 𝜁𝑘(𝑠) is the function 𝐷𝑘(𝑥) =
∑︀
𝑛≤𝑥 𝜏𝑘(𝑛);
its research is known as the multidimensional Dirichlet divisor problem.
The logarithmic derivative 𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠) of zeta function can be represented as
𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠) = −
∑︀∞
𝑛=1
Λ(𝑛)
𝑛𝑠 ,
Re𝑠 > 1. Here Λ(𝑛) is the Mangoldt function, defined as Λ(𝑛) = log 𝑝, if 𝑛 = 𝑝𝑘 for a prime
number 𝑝 and a positive integer number 𝑘, and as Λ(𝑛) = 0, otherwise. So, the Chebyshev
function 𝜓(𝑥) =
∑︀
𝑛≤𝑥 Λ(𝑛) is the adding function of the coefficients of the Dirichlet series∑︀∞
𝑛=1
Λ(𝑛)
𝑛𝑠 , corresponding to logarithmic derivative
𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠) of zeta function. It is well-known in
analytic Number Theory and is closely connected with many important number-theoretical
problems, for example, with asymptotic law of distribution of prime numbers.
In particular, the following representation of 𝜓(𝑥) is very useful in many applications:
𝜓(𝑥) = 𝑥 −∑︀|Im𝜌|≤𝑇 𝑥𝜌𝜌 + 𝑂 (︁𝑥 ln2 𝑥𝑇 )︁ , where 𝑥 = 𝑛 + 0, 5, 𝑛 ∈ N, 2 ≤ 𝑇 ≤ 𝑥, and 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾
are non-trivial zeros of zeta function, i.e., the zeros of 𝜁(𝑠), belonging to the critical strip
0 < Re𝑠 < 1.
We obtain similar representations over non-trivial zeros of zeta function for an arithmetic
function, relative to the Chebyshev function: 𝜓1(𝑥) =
∑︀
𝑛≤𝑥(𝑥− 𝑛)Λ(𝑛). In fact, we prove the
following theorem: 𝜓1(𝑥) =
𝑥2
2 −
(︂
𝜁
′
(0)
𝜁(0)
)︂
𝑥 −∑︀|Im𝜌|≤𝑇 𝑥𝜌+1𝜌(𝜌+1) + 𝑂 (︁ 𝑥2𝑇 2 ln2 𝑥)︁ + 𝑂 (︀√𝑥 ln2 𝑥)︀ ,
where 𝑥 > 2, 𝑇 ≥ 2, and 𝜌 = 𝛽+ 𝑖𝛾 are non-trivial zeros of zeta function, i.e., the zeros of 𝜁(𝑠),
belonging to the critical strip 0 < Re𝑠 < 1.
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1. Введение
Многие вопросы теории чисел связаны с исследованием рядов Дирихле
𝑓(𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1
𝑎𝑛𝑛
−𝑠
и сумматорных функций
Φ(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
𝑎𝑛
их коэффициентов ([2, 3, 6, 9, 11, 12, 17]).
Наиболее известным примером ряда Дирихле является дзета-функция Римана 𝜁(𝑠) ([4, 6,
13, 14, 16]), определенная для любого комплексного числа 𝑠 = 𝜎+ 𝑖𝑡 с действительной частью
Re𝑠 = 𝜎 > 1 как
𝜁(𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1
1
𝑛𝑠
,Re𝑠 > 1.
Квадрат дзета-функции
𝜁2(𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1
𝜏(𝑛)
𝑛𝑠
, Re𝑠 > 1,
связян с функцией делителей 𝜏(𝑛) =
∑︀
𝑑|𝑛 1, дающей число натуральных делителей нату-
рального числа 𝑛. Именно, сумматорной функцией ряда Дирихле 𝜁2(𝑠) является функция
𝐷(𝑥) =
∑︀
𝑛≤𝑥 𝜏(𝑛), вопросы асимптотической оценки которой известны как проблема делите-
лей Дирихле ([4, 5, 7, 8, 12]).
В общем случае,
𝜁𝑘(𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1
𝜏𝑘(𝑛)
𝑛𝑠
, Re𝑠 > 1,
где функция 𝜏𝑘(𝑛) =
∑︀
𝑛=𝑛1·...·𝑛𝑘 1 дает число представлений натурального числа 𝑛 в виде
произведения 𝑘 натуральных сомножителей. Cумматорной функцией ряда Дирихле 𝜁𝑘(𝑠) яв-
ляется функция 𝐷𝑘(𝑥) =
∑︀
𝑛≤𝑥 𝜏𝑘(𝑛). Ее изучение - это многомерная проблема делителей
Дирихле ([4, 5, 6, 7, 8, 12]).
Обобщением дзета-функции Римана и еще одним известным рядом Дирихле является 𝐿-
функция Дирихле, определяемая равенством
𝐿(𝑠, 𝜒) =
∞∑︁
𝑛=1
𝜒(𝑛)𝑛−𝑠,Re𝑠 > 1,
где 𝜒 — характер Дирихле ([3, 4, 6, 16]).
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Произведение нескольких 𝐿-функций дает ряд
𝐿1(𝑠, 𝜒1) · ... · 𝐿𝑘(𝑠, 𝜒𝑘) =
∞∑︁
𝑛=1
𝑐𝑛𝑛
−𝑠,Re𝑠 > 1,
сумматорная функция коэффициентов которого имеет вид
𝐶𝑘(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
𝑐𝑛 =
∑︁
𝑛1·...·𝑛𝑘≤𝑥
𝜒1(𝑛1) · ... · 𝜒𝑘(𝑛𝑘).
Задача об оценке 𝐶𝑘(𝑥) является обобщением проблемы делителей Дирихле и связана с про-
блемой делителей в числовых полях ([7, 8, 10, 12, 17]).
Логарифмическая производная дзета-функции 𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠) представима в виде
𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
= −
∞∑︁
𝑛=1
Λ(𝑛)
𝑛𝑠
,Re𝑠 > 1.
Здесь Λ(𝑛) — функция Мангольдта:
Λ(𝑛) =
{︂
ln 𝑝, если 𝑛 = 𝑝𝑘, 𝑝 ∈ 𝑃, 𝑘 ∈ N,
0, иначе.
Таким образом, функция Чебышева
𝜓(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
Λ(𝑛)
является сумматорной функцией коэффициентов ряда Дирихле
∑︀∞
𝑛=1
Λ(𝑛)
𝑛𝑠 , соответствующего
логарифмической производной 𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠) дзета-функции Римана.
Функция 𝜓(𝑥) является хорошо известной арифметической функцией, используемой во
многих областях теории чисел. Так, она тесно связана с функцией 𝜋(𝑥) =
∑︀
𝑝≤𝑥 1 (число про-
стых, не превосходящих 𝑥), то есть с доказательством асимптотического закона распределения
простых чисел ([3, 4, 6]).
В монографии [6] было получено представление функции Чебышева по нулям дзета-
функции Римана:
𝜓(𝑥) = 𝑥−
∑︁
|Im𝜌|≤𝑇
𝑥𝜌
𝜌
+𝑂
(︂
𝑥 ln2 𝑥
𝑇
)︂
,
где 𝑥 = 𝑛+0, 5, 𝑛 ∈ N, 2 ≤ 𝑇 ≤ 𝑥, и 𝜌 = 𝛽+ 𝑖𝛾 — нетривиальные нули дзета-функции, то есть
нули 𝜁(𝑠), лежащие в критической полосе 0 < Re𝑠 = 𝜎 < 1.
В работе [1] мы получили аналогичные результаты для двух других арифметических функ-
ций:
𝜓1(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
(𝑥− 𝑛)Λ(𝑛) и 𝜓2(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
Λ(𝑛) ln
𝑥
𝑛
.
Эти функции, родственные функции Чебышева, используются в некоторых теоретико-число-
вых задачах, связанных с изучением асимптотоического поведения суммарных функций рядов
Дирихле.
Именно, были получены асимптотические формулы следующего вида:
𝜓1(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
(𝑥− 𝑛)Λ(𝑛) = 𝑥
2
2
−
∑︁
|Im𝜌|≤𝑇
𝑥𝜌+1
𝜌(𝜌+ 1)
+𝑂
(︂
𝑥2 ln𝑥
𝑇
)︂
,
О поведении функций, родственных функции Чебышева 159
𝜓2(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
Λ(𝑛) ln
𝑥
𝑛
= 𝑥−
∑︁
|Im𝜌|≤𝑇
𝑥𝜌
𝜌2
+𝑂
(︂
𝑥 ln𝑥
𝑇
)︂
,
где 𝑥 = 𝑛 + 0, 5, 𝑛 ∈ N, 2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑇 , и 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 — нули дзета-функции Римана 𝜁(𝑠) в
критической полосе 0 < Re𝑠 < 1.
В настоящей статье мы уточняем результат, полученный для функции
𝜓1(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
(𝑥− 𝑛)Λ(𝑛).
Основным результатом статьи является следующая теорема.
Теорема. Для 𝑥 > 2, 𝑇 ≥ 2 имеет место формула
𝜓1(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
Λ(𝑛)(𝑥− 𝑛) =
=
𝑥2
2
−
(︃
𝜁
′
(0)
𝜁(0)
)︃
𝑥−
∑︁
|Im𝜌|≤𝑇
𝑥𝜌+1
𝜌(𝜌+ 1)
+𝑂
(︂
𝑥2
𝑇 2
ln2 𝑥
)︂
+𝑂
(︀√
𝑥 ln2 𝑥
)︀
,
где 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 — нетривиальные нули дзета-функции Римана, то есть нули 𝜁(𝑠), лежащие
в критической полосе 0 < Re𝑠 < 1.
2. Доказательство вспомогательной леммы
Для доказательства основного результата нам потребуется вспомогательное утверждение
об асимптотическом поведении интеграла 12𝜋𝑖
∫︀ 𝑏+𝑖𝑇
𝑏−𝑖𝑇
𝑎𝑠+1
𝑠(𝑠+1)𝑑𝑠.
Лемма. Для 𝑏 > 0 и 𝑇 ≥ 2 имеет место формула
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖𝑇
𝑏−𝑖𝑇
𝑎𝑠+1
𝑠(𝑠+ 1)
𝑑𝑠 =
⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎− 1 +𝑂 (︀𝑎𝑏+1min (︀ 1
𝑇 2 ln 𝑎
, 1𝑇
)︀)︀
, если 𝑎 > 1,
𝑂
(︀
1
𝑇
)︀
, если 𝑎 = 1,
𝑂
(︁
𝑎𝑏+1min
(︁
1
𝑇 2| ln 𝑎| ,
1
𝑇
)︁)︁
, если 0 < 𝑎 < 1.
Доказательство.
A. Пусть 𝑎 > 1. Рассмотрим положительно ориентированный прямоугольник Γ с верши-
нами 𝑏− 𝑖𝑇 ,𝑏+ 𝑖𝑇 , −𝑈 + 𝑖𝑇 ,−𝑈 − 𝑖𝑇 , где 𝑈 ≥ 𝑇 .
Тогда по теореме Коши ([15]) мы получаем, что
1
2𝜋𝑖
∫︁
Γ
𝑎𝑠+1
𝑠(𝑠+ 1)
𝑑𝑠 = 𝑎− 1.
Отсюда
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖𝑇
𝑏−𝑖𝑇
𝑎𝑠+1
𝑠(𝑠+ 1)
𝑑𝑠 = 𝑎− 1 +𝑂(𝐽1) +𝑂(𝐽2),
где
𝐽1 =
∫︁ 𝑏
−𝑈
𝑎𝑠+1
𝜎2 + 𝑇 2
𝑑𝜎, 𝐽2 =
∫︁ 𝑇
−𝑇
𝑎−𝑈+1
𝑈2 + 𝑡2
𝑑𝑡.
Оценим 𝐽1 сверху двумя разными способами. Во-первых, имеет место следующая оценка:
𝐽1 ≤ 𝑎
𝑇 2
∫︁ 𝑏
−∞
𝑎𝜎𝑑𝜎 =
𝑎1+𝑏
𝑇 2 ln 𝑎
.
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Во-вторых, имеет место следующая оценка:
𝐽1 ≤ 𝑎𝑏+1
∫︁ +∞
−∞
𝑑𝜎
𝜎2 + 𝑇 2
=
𝜋𝑎𝑏+1
𝑇
.
Таким образом,
𝐽1 = 𝑂
(︂
𝑎𝑏+1min
(︂
1
𝑇 2 ln 𝑎
,
1
𝑇
)︂)︂
.
При этом, так как 𝑈 > 𝑇 , мы получаем для интеграла 𝐽2 такую оценку сверху:
𝐽2 ≤ 2𝑇𝑎
𝑈2
≤ 2𝑎
𝑈
.
Поскольку lim𝑈→+∞ 𝐽2 = 0, то для 𝑎 > 1 мы получаем, что
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖𝑇
𝑏−𝑖𝑇
𝑎𝑠+1
𝑠(𝑠+ 1)
𝑑𝑠 = 𝑎− 1 +𝑂
(︂
𝑎𝑏+1min
(︂
1
𝑇 2 ln 𝑎
,
1
𝑇
)︂)︂
.
B. Пусть 0 < 𝑎 < 1. Рассмотрим прямоугольник Γ1 с вершинами 𝑏 + 𝑖𝑇 , 𝑏 − 𝑖𝑇 , 𝑈 − 𝑖𝑇 ,
𝑈 + 𝑖𝑇 , где 𝑈 ≥ 𝑇 . Повторяя рассуждения предыдущего пункта, приходим к равенствам
1
2𝜋𝑖
∫︁
Γ1
𝑎𝑠+1
𝑠(𝑠+ 1)
𝑑𝑠 = 0,
то есть
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖𝑇
𝑏−𝑖𝑇
𝑎𝑠+1
𝑠(𝑠+ 1)
𝑑𝑠 = 𝑂
(︂
𝑎𝑏+1min
(︂
1
𝑇 2| ln 𝑎| ,
1
𝑇
)︂)︂
.
C. Пусть 𝑎 = 1. Тогда
1
2𝜋𝑖
∫︁
Γ
𝑑𝑠
𝑠(𝑠+ 1)
= 0,
то есть, поскольку 𝑈 > 𝑇 , имеет место следующая формула:
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖𝑇
𝑏−𝑖𝑇
𝑑𝑠
𝑠(𝑠+ 1)
= 𝑂
(︂∫︁ 𝑏
−𝑈
𝑑𝜎
𝜎2 + 𝑇 2
)︂
+𝑂
(︂∫︁ 𝑇
−𝑇
𝑑𝑡
𝑈2 + 𝑡2
)︂
=
= 𝑂
(︂∫︁ +∞
−∞
𝑑𝜎
𝜎2 + 𝑇 2
)︂
+𝑂
(︂
𝑇
𝑈2
)︂
= 𝑂
(︂
1
𝑇
)︂
.
Лемма доказана.
3. Доказательство основной теоремы
Перейдем к формулировке и доказательству основного результата статьи.
Теорема. Для 𝑥 > 2, 𝑇 ≥ 2 имеет место формула
𝜓1(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
Λ(𝑛)(𝑥− 𝑛) =
=
𝑥2
2
−
(︃
𝜁
′
(0)
𝜁(0)
)︃
𝑥−
∑︁
|Im𝜌|≤𝑇
𝑥𝜌+1
𝜌(𝜌+ 1)
+𝑂
(︂
𝑥2
𝑇 2
ln2 𝑥
)︂
+𝑂
(︀√
𝑥 ln2 𝑥
)︀
,
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где 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 — нетривиальные нули дзета-функции Римана, то есть нули 𝜁(𝑠), лежащие
в критической полосе 0 < Re𝑠 < 1.
Доказательство.
Рассмотрим интеграл
𝐼 =
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖𝑇
𝑏−𝑖𝑇
(︃
−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︃
𝑥𝑠+1
𝑠(𝑠+ 1)
𝑑𝑠,
где 𝑏 = 1+ 1ln𝑥 , а 𝑇 выбрано так, чтобы для любого 𝜌 имело место соотношение |𝑇 − 𝛾| ≥ 𝑐ln𝑇 ,
𝑐 > 0. Имеем:
𝐼 =
∞∑︁
𝑛=1
𝑛Λ(𝑛)
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖𝑇
𝑏−𝑖𝑇
(︀
𝑥
𝑛
)︀𝑠+1
𝑠(𝑠+ 1)
𝑑𝑠.
Применим вспомогательную лемму, полагая 𝑎 = 𝑥𝑛 :
𝐼 =
∑︁
𝑛<𝑥
(︂
𝑛Λ(𝑛)
(︁𝑥
𝑛
− 1
)︁
+𝑂
(︂
𝑥1+𝑏
𝑛𝑏
min
(︂
1
𝑇 2 ln(𝑥𝑛)
,
1
𝑇
)︂)︂)︂
+
+
∑︁
𝑥≤𝑛
(︂
𝑥1+𝑏
𝑛𝑏
min
(︂
1
𝑇 2 ln(𝑛𝑥 )
,
1
𝑇
)︂)︂
.
Оценим остаток 𝑅, разбив соответствующий ряд следующим образом:
𝑅 =
∑︁
𝑛≤𝑥
2
𝑥1+𝑏Λ(𝑛)
𝑛𝑏
min
(︂
1
𝑇 2 ln(𝑥𝑛)
,
1
𝑇
)︂
+
∑︁
𝑥
2
<𝑛≤𝑥−10
𝑥1+𝑏Λ(𝑛)
𝑛𝑏
min
(︂
1
𝑇 2 ln(𝑥𝑛)
,
1
𝑇
)︂
+
+
∑︁
𝑥−10<𝑛≤𝑥+10
𝑥1+𝑏Λ(𝑛)
𝑛𝑏
min
(︂
1
𝑇 2 ln(𝑥𝑛)
,
1
𝑇
)︂
+
∑︁
𝑥+10<𝑛≤ 3𝑥
2
𝑥1+𝑏Λ(𝑛)
𝑛𝑏
min
(︂
1
𝑇 2 ln(𝑥𝑛)
,
1
𝑇
)︂
+
+
∑︁
𝑛> 3𝑥
2
𝑥1+𝑏Λ(𝑛)
𝑛𝑏
min
(︂
1
𝑇 2 ln(𝑛/𝑥)
,
1
𝑇
)︂
=
∑︁
1
+
∑︁
2
+
∑︁
3
+
∑︁
4
+
∑︁
5
.
Оценим
∑︀
𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, 4, 5.
∑︁
1
=
∑︁
𝑛≤𝑥
2
𝑥1+𝑏Λ(𝑛)
𝑛𝑏
min
(︂
1
𝑇 2 ln(𝑥𝑛)
,
1
𝑇
)︂
= 𝑂
⎛⎝𝑥1+𝑏
𝑇 2
∑︁
𝑛≤𝑥
2
Λ(𝑛)
𝑛𝑏
⎞⎠ = 𝑂(︂𝑥1+𝑏
𝑇 2
ln2 𝑥
)︂
.
∑︁
2
=
∑︁
𝑥
2
<𝑛≤𝑥−10
𝑥1+𝑏Λ(𝑛)
𝑛𝑏
min
(︂
1
𝑇 2 ln(𝑥𝑛)
,
1
𝑇
)︂
= 𝑂
⎛⎝𝑥1+𝑏
𝑇 2
∑︁
𝑥
2
<𝑛≤𝑥−10
ln𝑛
𝑛𝑏 ln(𝑥𝑛)
⎞⎠ = 𝑂(︂ 𝑥2
𝑇 2
ln2 𝑥
)︂
.
∑︁
3
=
∑︁
𝑥−10<𝑛≤𝑥+10
𝑥1+𝑏Λ(𝑛)
𝑛𝑏
min
(︂
1
𝑇 2 ln(𝑥𝑛)
,
1
𝑇
)︂
= 𝑂
(︂
𝑥1+𝑏
𝑇𝑥
)︂
= 𝑂
(︂
𝑥𝑏
𝑇
)︂
.
∑︁
4
=
∑︁
𝑥+10<𝑛≤ 3𝑥
2
𝑥1+𝑏Λ(𝑛)
𝑛𝑏
min
(︂
1
𝑇 2 ln(𝑥𝑛)
,
1
𝑇
)︂
= 𝑂
(︂
𝑥1+𝑏
𝑇 2
ln2 𝑥
)︂
.
∑︁
5
=
∑︁
𝑛> 3𝑥
2
𝑥1+𝑏Λ(𝑛)
𝑛𝑏
min
(︂
1
𝑇 2 ln(𝑛/𝑥)
,
1
𝑇
)︂
= 𝑂
(︂
𝑥1+𝑏
𝑇 2
ln2 𝑥
)︂
.
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Поскольку 𝑂
(︁
𝑥1+𝑏
𝑇 2
ln2 𝑥
)︁
= 𝑂
(︁
𝑥2
𝑇 2
ln2 𝑥
)︁
, и 𝑂
(︁
𝑥𝑏
𝑇
)︁
= 𝑂
(︀
𝑥
𝑇
)︀
, то
𝐼 =
∑︁
𝑛≤𝑥
Λ(𝑛)(𝑥− 𝑛) +𝑂
(︂
𝑥2
𝑇 2
ln2 𝑥
)︂
+𝑂
(︁ 𝑥
𝑇
)︁
.
Рассмотрим интеграл
𝐽 =
1
2𝜋𝑖
∫︁
Γ2
(︃
−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︃
𝑥𝑠+1
𝑠(𝑠+ 1)
𝑑𝑠,
где Γ2 — положительно ориентированный прямоугольник с вершинами 𝑏−𝑖𝑇 , 𝑏+𝑖𝑇 , −0, 5+𝑖𝑇 ,
−0, 5− 𝑖𝑇 . По теореме Коши,
𝐽 =
𝑥2
2
+
(︃
−𝜁
′
(0)
𝜁(0)
)︃
𝑥.
С другой cтороны,
𝐽 = 𝐼 +𝑂
(︃∫︁ 𝑏
−0,5
𝑥𝜎+1
𝜎2 + 𝑇 2
⃒⃒⃒⃒
⃒𝜁
′
(𝜎 + 𝑖𝑇 )
𝜁(𝜎 + 𝑖𝑇 )
⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝜎
)︃
+𝑂
(︃∫︁ 𝑇
−𝑇
𝑥−0,5+1
0, 25 + 𝑡2
⃒⃒⃒⃒
⃒𝜁
′
(−0, 5 + 𝑖𝑡)
𝜁(−0, 5 + 𝑖𝑡)
⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡
)︃
.
Так как ⃒⃒⃒⃒
⃒𝜁
′
(𝜎 + 𝑖𝑇 )
𝜁(𝜎 + 𝑖𝑇 )
⃒⃒⃒⃒
⃒ = 𝑂
⎛⎝⃒⃒⃒⃒⃒⃒ ∑︁
|𝛾−𝑇 |≤1
1
(𝜎 − 𝛽) + 𝑖(𝑇 − 𝛾)
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
⎞⎠+𝑂 (ln𝑇 ) = 𝑂 (︀ln2 𝑇 )︀ ,
⃒⃒⃒⃒
⃒𝜁
′
(−0, 5 + 𝑖𝑡)
𝜁(−0, 5 + 𝑖𝑡)
⃒⃒⃒⃒
⃒ = 𝑂 (︀ln2 𝑇 )︀ ,
и остаточный член 𝑂
(︀
𝑥
𝑇
)︀
при 𝑇 ≤ 𝑥 входит в 𝑂
(︁
𝑥2
𝑇 2
ln2 𝑥
)︁
, а при 𝑇 ≥ 𝑥 - в 𝑂 (︀√𝑥 ln2 𝑥)︀, то
𝐼 =
𝑥2
2
+
(︃
−𝜁
′
(0)
𝜁(0)
)︃
𝑥+𝑂
(︀√
𝑥𝑙𝑛2𝑥
)︀
+𝑂
(︂
𝑥2
𝑇 2
ln2 𝑥
)︂
.
Теорема доказана.
Отметим, что при 𝑇 ≤ 𝑥 в асимптотической формуле остается только один остаточный
член 𝑂
(︁
𝑥2
𝑇 2
ln2 𝑥
)︁
, и мы получаем следующий результат.
Следствие. Для 𝑥 > 2, 𝑇 ≤ 2 имеет место формула
𝜓1(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
Λ(𝑛)(𝑥− 𝑛) =
=
𝑥2
2
−
(︃
𝜁
′
(0)
𝜁(0)
)︃
𝑥−
∑︁
|Im𝜌|≤𝑇
𝑥𝜌+1
𝜌(𝜌+ 1)
+𝑂
(︂
𝑥2
𝑇 2
ln2 𝑥
)︂
,
где 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 — нетривиальные нули дзета-функции Римана, то есть нули 𝜁(𝑠), лежащие
в критической полосе 0 < Re𝑠 < 1.
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4. Заключение
Таким образом, в статье получены новые результаты, связанные с проблемой представле-
ния арифметических функций в виде сумм по нетривиальным нулям дзета-функции Римана.
В дальнейшем интересно было бы рассмотреть вопросы получения новых теоретико-
числовых результатов, связанных с указанной проблемой. Одной из перспективных задач
является получение аналогичных представлений по нетривиальным нулям дзета-функции
Римана других арифметических функций, родственных функции Чебышева; такие функции
нетрудно построить, если использовать логарифмические производные произведения несколь-
ких 𝐿-рядов Дирихле.
С другой стороны, было бы интересно рассмотреть конкретные задачи на применение уже
полученных представлений ([6]).
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